Petr Radl

pro studenty
ekonomie

R e '_ m Linedrni algebra

m Diferenciilni a integralni pocet
m Diferencialni rovnice
m Diferencni rovnice

m Teorie a 238 fesenych priklada




Upozornéni pro ctenare a uzivatele této knihy

Véechna prava vyhrazena. Zadna ¢ast této tisténé ¢i elektronické
knihy nesmi byt reprodukovana a Sifena v papirové, elektronické

Cijiné podobé bez prfedchoziho pisemného souhlasu nakladatele.
Neopravnéné uziti této knihy bude trestné stihano.

Pouzivdni elektronické verze knihy je umoZnéno jen osobé, kterd ji legdlné nabyla
ajen pro jeji osobni a vnitini potfeby v rozsahu stanoveném autorskym zdkonem.
Elektronickd kniha je datovy soubor, ktery Ize uZivat pouze v takové formé, v jaké
jej Ize stahnout s portdlu. Jakékoliv neoprdvnéné uziti elektronické knihy nebo jeji
cdsti, spocivajici napf. v kopirovdni, Gpravdch, prodeji, pronajimdni, pGjcovdni,
sdeélovdni verejnosti nebo jakémkoliv druhu obchodovdni nebo neobchodniho
Siteni je zakdzdno! Zejména je zakdzdna jakdkoliv konverze datového souboru
nebo extrakce cdsti nebo celého textu, umistovdni textu na servery, ze kterych je
moZzno tento soubor ddle stahovat, pfitom neni rozhodujici, kdo takovéto sdileni
umoznil. Je zakdzdno sdélovdni tdaji o uZivatelském uctu jinym osobdm, zasa-
hovdni do technickych prostredkd, které chrdni elektronickou knihu, pripadné
omezuji rozsah jejiho uziti. UZivatel také neni oprdvnén jakkoliv testovat, zkouset
¢i obchdzet technické zabezpeceni elektronické knihy.

e carRADA

Copyright © Grada Publishing, a.s.



e carRADA

Copyright © Grada Publishing, a.s.



Doc. RNDr. Jifi Moucka, Ph.D.
RNDr. Petr Radl

Matematika pro studenty ekonomie

Vydala Grada Publishing, a.s.

U Prihonu 22, 170 00 Praha 7

tel.: +420 234 264 401, fax: +420 234 264 400
www.grada.cz

jako svou 4136. publikaci

Odborna recenze:
Prof. RNDr. Jan Chvalina, DrSc.
Doc. RNDr. Jaroslav Beranek, CSc.

Vydani odborné knihy schvalila Védecka redakce
nakladatelstvi Grada Publishing, a.s.

Odpoveédny redaktor Petr Somogyi
Sazba Petr Somogyi

Pocet stran 272

Prvni vydani, Praha 2010

Vytiskly Tiskarny Havli¢kav Brod, a.s.

© Grada Publishing, a.s., 2010
Cover Photo © fotobanka allphoto

ISBN 978-80-247-3260-2 (tiSttnaverze

ISBN 978-80-247-7512-8elektronickaverzeve formatuPDF)© GradaPublishing,a.s.2012
Upozornéni

V$echna préva vyhrazena. Zadné éast této publikace nesmi byt eprodukovéna a pouZivana

v elektronické podobé, kopirovana a nahravana bez pfedchoziho pisemného souhlasu nakladatele.


ZJA
Text napsaný psacím strojem
ISBN 978-80-247-7512-8 (elektronická verze ve formátu PDF) © Grada Publishing, a.s. 2012

ZJA
Text napsaný psacím strojem
(tištěná verze)


Obsah

O I T=Y= T o TR 1o T=Y ] o T PR 1
1.1 Z&kladni pojmy z te0ri€ MNOZIN .......cooiiiiiiiiiiiiiee e 12
L@ oY o | RS 13

1.2 VEKIOroVe ProStOrY .... ... e 14
1.2.1 Pojem veKtoroveho Prostoru .........cceeeiiiiiiiieeiieiiiiiiieeeee e 14

1.2.2 Aritmeticky VEKIOrovy prostor.........ccccooviiiieeiieiiiiiiiieeeeee e 15

1.2.3 Podprostor vektorového prostoru...............eeevevvvvvvieievnieveieiniennnnnn, 17

1.2.4 Linearni zavislost a nezavislost vektorl..............cccoocerevieeeiennne 19

1.2.5 Baze a dimenze vektorového prostoru ...........cccocceeeevrieeeennnnenn. 20
O3] Tt =Y o | RS 22

R 1 = (o SR 24
1.3.1 POJEM MALICE ..o 24

1.3.2 Zakladni operace s maticemi.........coooveeeiiiiiieiiiiiee e 27

1.3.3 Hodnost matice .........eeeeiiiieeee e 29

1.3.4 Nasobeni matiC ..........oueiiiii e 33
O3/ To7 = o ¥ USSR 36

1.4 Determinanty ......coooiiiiiii e 37
1.4.1 Pojem determinantu ... 37

1.4.2 Vlastnosti determinantdi............cccooceriiiiiiin i 40

1.4.3 Kondenzacéni metoda vypoctu determinant...........cccoccceeeennnnen. 45
O3 Tt o | SR 46

1.5 Soustavy liN€Arnich rovNIC ...........ooiiiiiiii e 48
1.5.1 ZAKIAdNT POJMY ...t 48

1.5.2 Resitelnost soustavy line&rnich rovnic..............ccccccccevevevennee... 49

1.5.3 Metody fedeni soustav linearnich rovnic...........ccccccveviiieriinnnenn. 51
O3/ Te7 = o ¥ USRS 61

1.6 Maticova algebra ... 64
1.6.1 INVerzni MatiCe........ccovciiiiiiiiii e 64

1.6.2 MatiCOVE FOVNICE .....coiiiiiiiiiiiee et 67

O3 To7= o ¥ U PSURSR 69

2. Diferencialni pocet funkci jedné proménneé............cccocoeceriicicerrrcccenreeeceens 7
2.1 Funkce. VIastnosti funkCi ...........oooiiiiiiii e 72
2.1.1 Definice fFUNKCE.......coiueiiii e 72

2.1.2 VIastnosti fFUNKCH ........eeeiiiiiii e 75

2.1.3 Z&kladni elementarni funKCe...........oocoeeiiiiiii i 80

2.1.4 Operace s funkcemi. Transformace grafu funkce........................ 87

2.1.5 Polynom. Racionalni funkeCe............ooooiiiiiiiii e 90

L@ oY o | RS 95

2.2 Limita fUNKCI «.eeeeeeee e 96
2.2.1 Definice Mty ....veeeeiiiie e 96

2.2.2 Nevlastni limita ..o 98

2.2.3 VYPOCet IMIty ...eeeeeieeeie e 100

CVICENT 1t 103



B Matematika pro studenty ekonomie

2.3 SPOJIHOST FUNKCH ..vveeeeiiiiii et
L@V o7 o | PRSP
2.4 DErivace fUNKCI.......coiiiiiiiiiiiiiiie et e e e
2.4 1 Definice a geometricky vyznam derivace.........c...ccccceeviveeeennnee
2.4.2 Pravidla pro derivoOVani ..........cccoviieeeiiiiiee e
2.4 .3 Derivace sloZzenych funkei ...........coccoiiiiiii e,
2.4.4 Derivace implicitnich funkci. Derivace funkci tvaru 9 ..............
2.4.5 Derivace VYS8iN0 FAQU........occueiiiiiiiii e
2.4.6 Diferencial funKCe.............ooiiiiiii e
L T =Y o | USSR
2.5 Uziti derivaci. Pribéh funkce ...........ccocviiiiiiiiie e
2.5.1 L’'Hospitalovo pravidlo .............ccccvveeeieeiiiiiiiiieeee e
2.5.2 Monoténnost a extrémy funkce ............cooccvvveeeiiiiiiiciciiieeeeee,
2.5.3 Konvexnost, konkavnost. Inflexni body.........cccccceevviiiiiiinenennn.
2.5.4 Asymptoty grafu funkcCe..........ccooviiiiiiiiii
2.5.5 Prab€h funkCe ......ccoceeeiiiiee e
L T =Y o SRR

3. Diferencialni po€et funkci dvou proménnych ..........cccccociiiiiiiinnincicennes
3.1 Pojem funkce dvou a vice prom&nnych ............cccoovieiiiiiiiniiniiieee e,
3.1.1 EUKIIdOVSKE Prostory ........coccueeiiiiiiiiiiiiiee e

3.1.2 Vyznacné body a mnoziny bodud v prostoru Ep, ........cccecceeeeieenne

3.1.3 Definice funkce dvou a vice promeénnych ..........c.ccccoeenerenneens

3.1.4 Grafické znazornéni funkce dvou proménnych..............cc..........
CVICBNI. .t

3.2 Limita a spojitost funkci dvou proménnych ...........ccccceeviiieiiiciieeiieeen
3.2.1 Limita funkci dvou promeénnych ..........cccccovviiiiiiiiii e,

3.2.2 Spojitost funkci dvou proménnych .........cccoocoiiiiiiiiiii e,

LGV o7 o | PRSP

3.3 Derivace funkci dvou prom&nnych............ccooiiiiiiiiiiiii i
3.3.1 Parcialni derivace...........cooiiiiiiiiiii e

3.3.2 Geometricky vyznam parcialni derivace ............cccccecoeeerieeennnens

3.3.3 Te€na rovina a normala ploCchy ..........ccccvviiiiiiiiiiee e,

3.3.4 Parcialni derivace vySSich Fadl ..........ccoooeeiiiiiiiiiees
CVICENI. .t

3.4 Extrémy funkci dvou a vice proménnych ...........ccoceeiiiiee i
3.4.1 Lokalni extrémy funkci dvou proménnych ..........ccccccoeeieeeennen.

3.4.2 Lokalni extrémy funkci tfi proménnych ............ccoccociiiiiininnnnn.

3.4.3 VAZANE EXIrEMY ....ooiiiiiiiiiiieee e

3.4.3 AbSOIUtNT @XIrEMY...cciiiiiii i

LGV o7 o | SRR PSP

4. Integralni pocet funkci jedné promeénneé ...
4.1 NeurCity integral .........c.oooiiiiii e
4.1.1 Primitivni funkce a neurcity integral ............ccccce i,

4.1.2 Pfima integrace pomoci vzorcu a Uprav integrandu ..................

4.1.3 Integrace racionalni funkce ..........cccceeveieeeiiiiine e,

4.1.4 SubstituCni Metoda...........cooviiiiiiiii



Obsah ®

4.1.5 Metoda ,per partes”..........ccouuuuuuimieiiiiiii e 187

4.1.6 Integrace metodou neurcitych koeficientd .............ccccooeeeennnne 190

@3/ To7= o ¥ RS PRRRRIN 191

4.2 UrCity INTEGIaAl ......oooiiiiiii e 193
4.2 1 Definice a vlastnosti ur€itého integralu ..............ccccceeiiiienennne 193

4.2.2 VypocCet ur€itého integralu............cccceeviiieiiiie e 196

4.2.3 Geometrické aplikace urcitého integralu..............cccceevienennne 198

L@ oY o R 204

4.3 Nevlastni integral...........ooeiiiiii e 205
4.3.1 Integral nevlastni vzhledem K Mezi...........cccceeviiiiieiiiiiieneee, 205

4.3.2 Integral nevlastni vzhledem K funkci.........ccccoeeiviiiiiinine 207

@3/ Te7 = o ¥ USSR 210

5. Diferencidlni roVNICe ........coocccceiiccceee e e 211
5.1 ZAKIAANT POJMY .o 212
CVICENT e 214

5.2 Diferencialni rovnice 1. FAAU ........cceeiiiiiiiiiiiiee e 215
5.2.1 Diferencialni rovnice typu ¥y = f(X) ..coooeeeeeiiiiiiieeee e, 215

5.2.2 Diferencialni rovnice s proménnymi separovanymi ................... 216

5.2.3 Linearni diferencialni rovnice 1. Fadu .........ccccooviiiiiiiiieiiien, 218

L@ oY o R 221

5.3 Linearni diferencialni rovnice 2. FAdU ...........ocooiiiiiiiiii e 222
5.3.1 Diferencialni rovnice typu ¥y = f(X) ...coeeeiieeriieiie e 222

5.3.2 Zkracena linearni diferencialni rovnice 2. fFadu.............cc.ccue..... 223

5.3.3 Metoda variace konstant .............ccccooiiiiii e 226

5.3.4 Metoda neurcitych koeficientl...........ccccveviiiiiiiiiiiieiee e, 228

5.3.5 Skladani hlavnich integrall............ccooeiiiiiiiiie e 231

CVICENT 1o 232

6. DIferenCni FOVNICE ........cccoeiiceeee e e 235
6.1 Posloupnost. Diference posloupnosti............cceeeeiiiiiieiiiiee e 236

L@ oY o R 240

6.2 DiferenCni FOVINICE ........oeiiiiie i 240
6.2.1 ZAKIAdNi POJMY ...eeeiiiiiiiie et 240

6.2.2 Linearni diferen&ni rovnice s konstantnimi koeficienty .............. 242

O3/ o7 o ¥ OSSR 249
VYSIedKY CVICENI ... e e 251
LIteratura ... e 269

REJSHK. c.vvevrverressessssessssessssesssssessssessesessassssssssssesessesessssessssesssessssesessesessassssssssess 271

7



O autorech

Doc. RNDr. Jifi Moucka, Ph.D.

Vystudoval odbornou matematiku na pfirodovédecké fa-
kulté UJEP v Brné (1974). V ramci doktorského postgra-
dualniho studia na Masarykové univerzité v Brné studoval
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tiku pro studenty ekonomickych specializaci, operacni analyzu a ekonomicko-
matematické metody. Zpracoval fadu studijnich textt a skript zaméfenych na zaklad-
ni kurz vy$8i matematiky, teorii her a linearni programovani. Je autorem a spoluauto-
rem nékolika desitek odbornych ¢lank( v oblasti teorie algebraickych hyperstruktur
a matematického modelovani. V sou¢asné dobé je prodékanem pro studijni a peda-
gogickou ¢innost na Fakulté ekonomiky a managementu Univerzity obrany v Brné.

RNDr. Petr Radl
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na Ustavu matematiky Lesnické a dfevarské fakulty,
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Pfednasel matematiku, konstruktivni geometrii a technické
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luautorem skript pouzivanych ke studiu téchto predmétd.
Radu let byl garantem pfijimacich zkou$ek z matematiky na Mendelovu univerzitu
a je vedoucim autorského kolektivu Sbirky prikladt z matematiky pro pfijimaci Fizeni.
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tematika a Aplikovana matematika.




Uvod

Znalost exaktnich metod ekonomickych teorii by méla v souasné dobé patfit
k nezbytné vybavé kaZzdého pracovnika na jakékoliv urovni ekonomické praxe. Z toho
pro néj jednoznacné vyplyva nutnost seznamit se s jejich matematickymi zaklady.

Stézejnim cilem autord této ucebnice, stejné jako cilem vyuky matematiky na eko-
nomickych fakultach, je poskytnout studentim zakladni znalosti vy$Si matematiky vy-
uzitelné pfi studiu navazujicich ekonomicko-matematickych pfedmétd a pfi studiu
kvantitativhich metod aplikovanych v odbornych ekonomickych disciplinach.

Ucebnice je rozdélena do Sesti kapitol, které na sebe logicky navazuji. Pro uspés-
né studium urcité kapitoly je nezbytné zvladnuti latky z pfedchozich kapitol. VZdy se
pfitom poZaduje znalost stfedoskolské matematiky v obvyklém rozsahu. V kazdé ka-
pitole je formou definic a vét bez dikazu shrnuta potfebna teorie. Zpusob vykladu je
pfitom pfizplisoben odbornému zaméreni studentu, ktefi nestuduji matematiku jako
takovou, ale potfebuji ji umét vhodné vyuzivat. Pfimo v zakladnim textu jsou probira-
né pojmy a metody ilustrovany mnozstvim feSenych pfikladd. DalSi ulohy, oznacené
jako cviceni, jsou uréeny k samostatnému feSeni. Vysledky téchto cvieni jsou uve-
deny na konci knihy. Definice, véty, pfiklady i obrazky jsou vzdy oznaceny dvoijici Cis-
lic, z nichz prvni znaci pofadové Cislo kapitoly a druha jejich pofadi uvnitf kapitoly.
Znackou M jsou v textu kvuli vétSi pfehlednosti oznaceny konce definic, vét a prikladd
v€etné jejich fedeni.

Ucebnice je ur€ena predevsim studentim prezencni i kombinované formy studia
Provozné ekonomické fakulty Mendlovy univerzity v Brné a Fakulty ekonomiky a ma-
nagementu Univerzity obrany v Brné&. Jeji obsah jednoznacné koresponduje se stava-
jicim studijnim planem prvnich dvou semestri studia na zminénych fakultach, kde
oba autofi pedagogicky plsobi. Byla koncipovana na zakladé skript a ucebnich textd,
které jsou zaméfeny na dili Casti probirané problematiky a které byly pouZivany pfi
vyuce zakladniho kurzu matematiky na obou fakultach v poslednim desetileti. ZkuSe-
nosti z jejich pouzivani, pfipominky a nazory jejich autort i uzivateld byly pfi tvorbé té-
to knihy vyuzity a autofi za né touto cestou srde¢né dékuji. Jednim z dulezitych moti-
vU vzniku pfedkladaného textu bylo shrnout cely obsah zakladniho matematického
kurzu do jediné ucebnice, jejiz prostudovani umozni studentiim Uspésné zvladnuti
predmétu Matematika.

Vzhledem k tomu, Ze mnohé dal$i ekonomické fakulty v Ceské republice maji ve
svych studijnich programech zakladni kurz vysokoSkolské matematiky podobného
obsahu i rozsahu, je mozné, Ze po této u€ebnici sahnou i studenti jinych vysokych
Skol, pfedevsim ekonomického zaméreni.

VSechny liché kapitoly napsal doc. RNDr. Jifi Moucka, Ph.D., autorem sudych ka-
pitol je RNDr. Petr Radl.

Za mnohé cenné rady a pfipominky autofi dékuji doc. RNDr. Josefu Kalasovi,
CSc., RNDr. Ludmile Staré a RNDr. Milanu Vagnerovi.

Brno, srpen 2010 Autofi
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Linearni algebra
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Linearni algebra, jejiz zaklady se v této kapitole studuji, se zacala vytvaret jako sa-
mostatna matematicka disciplina v 18. stoleti, kdy byl zaveden pojem determinantu
a ukazana metoda feSeni soustavy n linearnich rovnic o n neznamych. V poloviné
19. stoleti se poprvé objevuje pojem matice a dalsi metody FeSeni soustav linear-
nich rovnic. Linearni algebra vS8ak neni pouze teoretickou matematickou disciplinou.
Typicka je jeji aplikovatelnost a Siroké pouZiti v praxi. Bezprostfedné je vyuZivano
metod linearni algebry v linedrnim programovani, jez fesi celou fadu uloh ekono-
mického charakteru.

1.1 Zakladni pojmy z teorie mnozin

V uvodnim odstavci uvadime pfehled zakladnich pojmi teorie mnozin v mife ne-
zbytné nutné pro pochopeni vSech dalSich uvah. Mnozinou M rozumime souhrn
urcitych objektll chapany jako samostatny celek. Tyto objekty nazyvame prvky
mnoziny a znacime a, b, x, y. Zapisem aeM, resp. a¢M rozumime, Ze
a je, resp. a neni prvkem mnoziny M. Pro kazdy objekt a a mnoZinu M plati pravé
jedna z moznosti a€ M nebo a¢M . MnozZinu, ktera nema zadny prvek, znadime
symbolem @ a fikame ji prazdna mnozina. Mnozinu, ktera je souhrnem prvku
bs,...,b, oznaCujeme symbolem {b,,...,b,}.
Ze stfedni Skoly jsou dale znamy tyto zapisy a jejich vyznam:

O A=B -rovnost mnozin A, B,

O AcB -—mnozina A je podmnozina mnoziny B,

O AnB - prinik mnozin A, B,

O AuB -sjednoceni mnozin A, B,

O A-B -rozdil mnozin A, B, tedy mnozina pravé téch prvkl x € A, pro

které plati x ¢ B.

Necht M;, M, jsou dvé mnoZiny. MnoZina vSech uspofadanych dvojic (xy,x.), kde
x;eM;, x, e M,, se nazyva kartézsky soucin mnozin M;, M, a znaci se
M; x M, . Jsou-li M;, M, libovolné mnoziny, pak binarni relaci z mnoziny M, do
mnoziny M, nazyvame kaZzdou podmnoZinu kartézského soucinu M; x M,.

Zobrazenim f z mnoziny M; do mnoziny M, nazyvame kazdou binarni relaci
f < M; x M, takovou, Ze kazdému prvku x; € M; je pfifazen nejvySe jeden prvek
X, € My svlastnosti (x1,x2) e f. Je-li pfi zobrazeni f z mnoZiny M; do mnoZiny M,
kazdému prvku x; € M, pfifazen pravé jeden prvek x, € M,, mluvime o zobrazeni f
mnoziny M; do mnoziny M,. Jestlize pfi zobrazeni f z mnoziny M; do mnoziny M,
existuje ke kazdému prvku x, € M, alespori jeden prvek x; e M, tak, Ze (x4,x2) e f,
mluvime o zobrazeni f z mnoziny M; na mnozinu M, . Jestlize je pfi zobrazeni f
zmnoziny M; do mnoziny M, kazdému prvku x; € M, pfifazen pravé jeden prvek
X, € M, a ke kazdému prvku x, e M, existuje alespoii jeden prvek x; e M, tak, Ze
(x1,x2) € f , mluvime o zobrazeni f mnoziny M; na mnozinu M..

Dilezitou roli v matematice i v jinych védach hraje pojem operace. Binarni opera-
ci vmnoziné M rozumime kazdé zobrazeni, které kazdé usporadané dvojici
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(a,b) e M piifazuje nejvyse jeden prvek ce M. Oznacime-li binarni operaci (dale jen
operace) symbolem o, miZzeme psatao b =c.

Operaci o nazyvame komutativni pravé tehdy, kdyz pro kazdé prvky a,b € M plati
a o b = b o a. Operaci o nazyvame asociativni pravé tehdy, kdyz pro kazdé prvky
a,b,c e Mplati (ao b) o ¢ =a o (b o c). Existuje-li vmnoziné M takovy prvek e, ze
pro kazdé xe M plati rovnost x o e = e o x =x, nazyva se tento prvek neutralni vzhle-
dem k operaci o. Je-li e neutralni prvek vzhledem k operaci o a existuje-li k prvku
aceMprvek a eM svlastnostia o a=a o a = e, nazyvame prvek a inverzni, pri-
padné opacény prvek k prvku a na mnoziné M.

Nejjednodussimi pfiklady komutativnich a asociativnich operaci jsou bézné
operace sc€itani a nasobeni na mnoziné Ny. Pfi operaci s¢itani hraje roli neutral-
niho prvku €islo 0, pfi operaci nasobeni Cislo 1. Inverzni prvek k Zzadnému Cislu
v8ak v mnoziné pfirozenych &isel neexistuje ani vzhledem k operaci s¢itani, ani
vzhledem k nasobeni. V mnozZiné redlnych Cisel jsou obé& operace komutativni
i asociativni a vzhledem k ob&ma operacim ma kazdy prvek ae M inverzni prvek

a . Pri séitani je a = —a, pfi nasobeni a = l neutralni prvky jsou opét 0 a 1.
a

S celou Ffadou jinych operaci na rdznych mnozinach se budeme setkavat na
dalSich stranach této ucebnice.

Pro oznacovani zakladnich €iselnych mnozin je vSude pouzito pevnych symboli
takto:

O N - mnoZina v8ech pfirozenych €isel,
O Ny— mnoZina v8ech pfirozenych ¢€isel v€etné nuly,
O Z - mnozina v8ech celych Cisel,
O R - mnoZina v8ech realnych &isel,
O R’-mnozina véech redlnych kladnych &isel,
O C - mnozina vSech komplexnich Cisel.
Cviceni

1.1 Rozhodnéte, ktera tvrzeni jsou pravdiva.
a)ZcR,b)NcZ,c) NcR,d) NUZ=R,e)NuZ=2Z,f) NnR=R,
g) NNnR=N,h)N-R=0,i)N-N=0,)) N-R=R-N.k) 1eNnZ,
) 1TeZ-N.

1.2 Pro mnoziny A ={a,b,c,d}, B = {d,e,f} sestrojte uvedené mnoziny.
a)AnB,b) BnA,c) AuB,d) BUA, e) A-B,f) B-A,
g) AxB,h) B x A.
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1.2 Vektoroveé prostory

1.2.1 Pojem vektorového prostoru

Definice 1.1 Mnozina V libovolnych prvk(, které znaéime a, b, ... x, y a fikame
jim vektory, se nazyva vektorovy prostor, jestlize:
O Je dano zobrazeni VxV —V , jez kazdé uspofadané dvoijici vektort (a, b)e

V x V pfifazuje vektor a + b € Vtak, Ze pro kazdé vektory a,b,c € V plati axiomy:

(A1) a+b=b+a,

(A2) a+(b+c)=(a+b)+c,

(A3) existuje vektor o e V takovy, Ze pro kazdy vektor ae V platia+o=a,
(A4) ke kazdému vektoru a e V existuje vektora e Vtak, ze plati a + (—a) = o.

Toto zobrazeni se nazyva séitani na mnoziné V a vektora+ b je soucet
vektort a, b.

O Je dano zobrazeni R x V — V, které kazdé uspofadané dvojici (r, a)eRx V
pfifazuje vektor ra €V tak, Ze pro kazda realna Cisla r, s € R a kazdé vek-
tory a,b e V plati axiomy:

(A5) 1a = a,

(A6) r(sa) = rs(a),
(A7) (r+s)a=ra + sa,
(A8) r(atb) =ra + rb.

Toto zobrazeni se nazyva nasobeni vektoru realnym éislem a vektor ra se
nazyva realny nasobek vektoru a. u

Misto pojmu vektorovy prostor se Ize v literatufe setkat také s nazvem linearni
prostor.

Podle uvedené definice je mozné vektorovy prostor formalné chapat jako trojici
(V, +, .), tedy mnozinu V, na niz jsou zavedeny operace s¢itani vektorli a nasobeni
vektoru realnym Cislem.

Operace scitani je na mnoziné V komutativni a asociativni — axiomy (A1) a (A2),
mnozina V je neprazdna, nebot podle axiomu (A3) obsahuje vektor o. Vekior o se
nazyva nulovy vektor, vektor —a z axiomu (A4) je vektor opaény k vektoru a. Naso-
beni vektoru redlnym ¢islem je podle axiomu (A6) asociativni a podle axioml (A7),
(A8) pro né plati distributivni zakony.

Definice vektorového prostoru je znacné obecna. Této definici vyhovuije cela fada
mnozin s vhodné definovanymi operacemi. Vektorovymi prostory jsou napfiklad:

a) Mnozina vSech realnych posloupnosti s obvyklym scitanim a nasobenim
Cisel, tedy {a, + b,} ={a,} +{b,},{ra,} =r{a,}.

b) Mnozina vSech funkci definovanych na libovolné neprazdné mnoziné spolu
s obvyklym scitanim funkci a nasobenim funkce realnym &islem, tedy (f + g)(x) =

= f(x) + g(x), (M)(x) = Mx).
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¢) Mnozina v§ech konvergentnich posloupnosti.
d) Mnozina vSech feSeni homogenni soustavy linearnich rovnic.
e) Mnozina vSech matic stejného typu.

Rovnéz pojem vektoru jakoZto prvku vektorového prostoru je vtomto pojeti velmi
obecny. Vektorem muze byt uspofadana n-tice redlnych &isel, ale také realna funk-
ce, realna posloupnost, matice, realné ¢islo apod.

Priklad 1.1 Uvazujme mnozinu vSech pfirozenych Cisel N, na které definujeme
soucet pfirozenych Cisel a realny nasobek pfirozeného Eisla obvyklym zplsobem.
Rozhodnéme, zda mnoZina N spolu s operaci realného nasobku je vektorovy
prostor.

Reseni Aby mnozina N byla vektorovym prostorem, musi podle definice vekto-
rového prostoru platit:

a) Pro vSechny vektory a, b z mnoziny N je jejich souCet a + b opét vektor

z N, tedy mnoZina N je uzaviena vzhledem ke scitani.
b) Pro kazdé r € R je ra € N, tedy mnozina N, je uzaviena vzhledem
k nasobeni realnym &islem.

c) V. mnoziné N plati axiomy (A1) az (A8).

Zatimco podminka a) je zfejmé splnéna, podminka b) spinéna neni, nebot
napf. pro r = -1, a = 2 neplati ra € N a tedy mnozina N neni uzavfena v{i¢i naso-
beni realnym cislem. Mnozina pfirozenych ¢€isel N s obvykle definovanymi opera-
cemi tedy neni vektorovy prostor. ]

1.2.2 Aritmeticky vektorovy prostor

Definice 1.2 Uspofadanou n-tici realnych Cisel a = (ay,...,an), ne N, nazyvame n-
rozmérnym aritmetickym vektorem. Realna ¢isla a;, a,,...,a, nazyvame sou-
fadnicemi aritmetického vektoru a. |

Definice 1.3 Souétem aritmetickych vektorti a=(a;,...,a,) a b=(bi,...,b,) na-
zyvame aritmeticky vektor a + b= (a;+by,...,a, + b, ). [

Priklad 1.2 Pro aritmetické vektory a = (-1,6,14) a b = (1, -17, -13) je jejICh
souctem aritmeticky vektor a + b = (0,-11,1).

Definice 1.4 Necht r ¢ R. Realnym r-nasobkem aritmetického vektoru

a = (ay,...,a,) je aritmeticky vektor ra = (ray,...,ra,). |
Priklad 1.3 Pro aritmetické vektory a = (-1,6), b = (2, —4) plati 5a + 3b = (1,18).
[ ]

Definice 1.5 Opacénym aritmetickym vektorem k aritmetickému vektoru
a= (a1,...,a,,) nazyvame aritmeticky vektor —a=(— a1,...,—a,,). Rozdilem aritmetic-
kych vektorti a—b rozumime soucet aritmetického vektoru a= (a1,...,a,,) a arit-
metického vektoru opacného k aritmetickému vektoru b= (b1,...,b,,) ,tedya—b=a+
+ (—b) = (31,...,3,7) + (—b1,...,—bn) = (a1 - b1,...,a,, - bn) |
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Definice 1.6 Aritmeticky vektor o, jehoZ v8echny soufadnice jsou rovny nule,
tedy o= (00) nazyvame nulovym aritmetickym vektorem. [ |

Oznaéme nyni symbolem V,, mnozinu v8ech n-rozmérnych aritmetickych vektor.

Véta 1.1 Jestlize na mnoziné V,, definujeme soucet aritmetickych vektortl z V,, a re-
alny nasobek aritmetického vektoru z V, vztahy

a+b=(a +b,..a,+b,), ra=(ra,...ra,),
pak V, je vektorovy prostor. u

Definice 1.7 Mnozina V,, vSech aritmetickych vektor(i, na které jsou definovany

operace scitani vektorl a nasobeni vektoru realnym cislem vztahy
a+b=(a;+by,...a,+by)ara =(ra,...ra,),

se nazyva n-rozmeérny aritmeticky vektorovy prostor. [ |

Z definice aritmetického vektorového prostoru a predchazejici véty je zfejmé, ze
kazdy aritmeticky vektorovy prostor je vektorovym prostorem ve smyslu definice
1.2 a stejné tak kazdy aritmeticky vektor je vektorem.

Mezi dvéma aritmetickymi vektory a=(a,...,a,), b= (bx,...,b,) definujeme vztahy
nasledujicimi definicemi:

Definice 1.8 Rekneme, Ze aritmeticky vektor a= (a1,...,a,,) je roven aritmetické-
mu vektoru b= (b1,...,b,,) apiSeme a = b, jestlize plati a; =b; pro kazdé
je{1...,n}. []

Definice 1.9 Rekneme, Ze aritmeticky vektor a= (ay,...,a,) dominuje aritmeticky
vektor b= (b,...,b,) a piSeme a = b, jestlize plati a; > b, pro kazdé je {1,...,n},
a pfitom plati a; > b; pro alespori jedno je {1,...,n}. |

Definice 1.10 Rekneme, Ze aritmeticky vektor a=(a1,...,a,,) ostfe dominuje
aritmeticky vektor b=(b1,...,b,,) a piSeme a > b, jestlize plati a; > b; pro kazdé
je{l,...n}. [ ]

Priklad 1.4 Uvazujeme aritmetické vektory a = (3, -1, 7), b = (1, =3, 7),
c = (2, -2, 2). Aritmeticky vektor a dominuje aritmeticky vektor b, aritmeticky vek-
tor a pak ostfe dominuje aritmeticky vektor c¢. Mezi aritmetickymi vektory b a ¢
neplati zadny z vySe uvedenych vztahu. [ |

Je dulezité si uvédomit, Zze nerovnost x >0 znadi x; >0,...,x, >0, kde pfitom
alespon pro jedno je {1,...,n} plati x; >0 a obdobné& x >o vyjadfuje vztahy
x1>0,...,x, >0. Tento zpuUsob zapisu je obvykly napfiklad v ekonomicko-
matematickych metodach.

Na nékolika mistech bude v nasledujicim vykladu pouZit pojem skalarniho soucinu
vektoru.

Definice 1.11 Skalarnim souéinem aritmetickych vektord a=(ay,...,a,)
ab=(by,...,b,) rozumime &islo ab = a;b; + ab, + ... + ayb,. [ |
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1.2.3 Podprostor vektorového prostoru

I?efinice 1.12 Necht Vje vektorovy prostor, W neprazdna podmnozina mnoziny V.
Rekneme, ze mnozina W je podprostor vektorového prostoru V a piSeme
W cV, jestlize plati:

(1) Pro kazdou dvojici vektoriia, b s W jea+b e W .
(2) Pro kazdé redlné Cislo r € R a kazdy vektora e W jera e W . [ ]

Podprostor W vektorového prostoru V je vzdy vektorovym prostorem. Vyplyva to
z toho, zZe v podprostoru W plati axiomy (A7)—(A8) a podle podminek (1) a (2)
z definice podprostoru je mnozina W uzaviena vzhledem k operacim scitani vek-
tord a nasobeni vektoru realnym c&islem.

Necht o je nulovy vektor vektorového prostoru V. Jednoprvkova mnozina obsahu-
jici pouze nulovy vektor, tedy mnozina {o} je podprostor vektorového prostoru V.
Mnozina {0} se nazyva trivialni vektorovy prostor. Trivialni vektorovy prostor je je-
diny vektorovy prostor, ktery ma konecény pocet prvkd (obsahuje-li vektorovy prostor
alespori jeden nenulovy vektor, pak obsahuje sou¢asné vSechny realné nasobky to-
hoto vektoru a téch je nekonecny pocet).

Ve smyslu shora uvedené definice je podprostorem libovolného vektorového pro-
storu V také cely vektorovy prostor V.

Definice 1.13 Necht a, a,...,a jsou prvky vektorového prostoru V. Rekneme,
Ze vektor a je linearni kombinaci vektorl ay,...,ay, jestlize existuji realna cisla
Ci,...,Cx takova, Ze plati @ = cia, + ...+ ca, Cisla ¢;,...,c, se nazyvaiji koeficienty
linearni kombinace. u

Priklad 1.5 Nulovy vektor o je linearni kombinaci libovolné skupiny vektor(
aq,...,ax z vektorového prostoru V, protoze plati o = O0ay + ... + Oa,. Linearni
kombinace vektort, ve které jsou vSechny koeficienty rovny nule, se nazyva trivi-
alni linearni kombinace. [ |

Priklad 1.6 Zjisttme, zda vektor a = (2, 1, 6) je linearni kombinaci vektor(
a;=(4,0, -1 aa,=(2,0,5).
Reseni Podle definice linearni kombinace je tfeba najit realna &isla ci,c, tak,
aby platilo

a=ciaqtcra;y.
Po dosazeni soufadnic vektoru a, a4, @, do této rovnice obdrzime

(2, 1, 6) = (4C1 + 2¢y, 0cy + 0cy, =14 + 502).

Podle definice rovnosti aritmetickych vektord to znamena, ze plati

2=4c¢,+2c,,

1=0c¢4+0cy,

6=-1c, +5c,.
Zfejmé neexistuji Zadna redlna Cisla cy,c, vyhovujici této soustavé rovnic (viz
druha rovnice), proto vektor a neni linearni kombinaci vektor( a4, a,. |
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Pojem linearni kombinace vektord nam umozriuje demonstrovat dalSi pfiklad pod-
prostoru vektorového prostoru V. Uvazujme vektory ay,...,ax z vektorového prosto-
ru V. Oznaéme [ay, ..., ag mnozinu vSech linearnich kombinaci vektoru ay, ..., ax,
tedy [a4, ..., ak]={a €V ;a=cas+ ...+ cax, Cy,....,Ck €R}.

Definice 1.14 Necht ay,...,a jsou vektory z vektorového prostoru V. Mnozina
[@1, ..., @] vSech linearnich kombinaci vektorl ay,...,ax se nazyva linearni obal
mnoziny vektorl {a, ..., a}. [ |

Véta1.2 Jsou-li ay, ..., ax vektory z vektorového prostoru V, pak je jejich linearni
obal [ay, ..., ax] podprostor vektorového prostoru V. ]

Linearni obal [a4,...,a] je podprostor vektorového prostoru a jako takovy je sam vek-
torovym prostorem. Vektorovy prostor [as,...,a ] je zfejmé& ,nejmenSi vektorovy

prostor obsahujici vSechny vektory ay,...,ax.

Definice 1.15 Necht ay,...,ax jsou vektory z vektorového prostoru V. Jestlize kazdy
vektor ae V je linearni kombinaci vektor( ay,...,ax, fikdme, Ze vektorovy prostor V je
generovan vektory a,,...,ax a této mnoziné vektort fikdme mnozina generatoru
vektorového prostoru V. [ ]

Z uvedené definice vyplyva, Zze mnozina vektorl ay,...,ax je mnozinou generator(i vek-
torového prostoru V pravé tehdy, kdyz plati V = [ay,...,a4-
Trivialni vektorovy prostor je generovan nulovym vektorem o.

Priklad 1.7 Dvojice vektorl j; = (1, 0), j» = (0, 1) je mnozinou generatord aritme-
tického vektorového prostoru V,. Snadno ovéfime, ze libovolny vektor
a = (a4,a,) lze vyjadrit jako linearni kombinaci vektorl jj , j, ve tvaru a = aqji+ a, jo.

[ |

Priklad 1.8 Rozhodnéme, zda vektory x = (1, =3), y = (-1, 4) jsou mnozinou
generator( aritmetického vektorového prostoru V..
Reseni Vektory x, y generuji prostor V,, jestlize pro kazdy vektor a = (a;, a,)
existuji realna Cisla ¢4, ¢, tak, Ze plati a = ¢1x+ cyy.
Po dosazeni soufadnic vektorl a, x, y do pfedchoziho vztahu obdrzime soustavu
dvou linearnich rovnic o dvou neznamych ¢4, ¢;:

a; = Cc1—Cy,

a, =-3c¢4 + 4c,.
Vynasobime-li prvni rovnici étyfmi a obé& rovnice selteme, ziskame ¢, = 4a, + a,.
Obdobné po vynasobeni prvni rovnice tfemi a nasledném secéteni mame

Ccp, = 3aq + ao.
ProtoZze kazdy vektor a = (aa)) z V., je mozné napsat ve tvaru
a = cix+cy = (4a, + ax)x + (3a; + ay)y, je prostor V, generovan vektory x, y .

Priklad 1.9 Mnozinou generatorl vektorového prostoru V, jsou také vektory
x = (3,0), y = (51), z = (0,4), nebot pro kazdy vektor a = (as,a) plati napf.

1 1
a=—ax+0y+—axz. |
3 i y 2 2
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Z uvedenych prikladd je vidét, Ze mnozina generatorl vektorového prostoru
V neni jedina a Ze dokonce ani pocet generatort neni jednoznacné urcéen.

Bliz§i predstavu o mnozinach generatortl vektorového prostoru V dava nasleduijici
véta.

Véta 1.3 Necht {ay,...,a} je mnozina vektor(i z vektorového prostoru V a {by,...,bg}
je mnozina vektord, ktera vznikla z mnoziny vektort {a,,...,ax} jednim z nasledujicich
zpUsobu:

a) zménou poradi vektoru,

b) nasobenim libovolného vektoru nenulovym realnym Cislem,

c) pfictenim k libovolnému vektoru linearni kombinace ostatnich vektor(,
d) vynechanim vektoru, ktery je linearni kombinaci ostatnich,

e) pridanim vektoru, ktery je linearni kombinaci ostatnich vektoru.

Jestlize mnozina vektort {ay,...,ax} tvofi mnozinu generatorti vektorového prostoru V,
pak také mnoZina vektorll {bs,...,bg} tvofi mnoZinu generatort vektorového prostoru V.
[ |

Z uvedené véty vyplyva, Ze kazdy netrividlni vektorovy prostor ma nekonecné
mnoho mnozin generatord. Véta navic uvadi seznam Uprav, kterymi mizeme
z jedné mnoziny generatorl vektorového prostoru vytvofit jinou. S podobnymi
Upravami se v prvni kapitole knihy setkame na vice mistech (hodnost matice, fe-
Seni soustav linearnich rovnic).

1.2.4 Linearni zavislost a nezavislost vektoru

Definice 1.16 Necht a,,...,a, jsou vektory z vektorového prostoru V. Rekneme,
Ze vektory a,,...,a, jsou linearné zavislé, jestlize existuji realna cisla c,...,c,,
z nichz alespon jedno je rdzné od nuly, takova, Ze plati ciay + ...+ ceax = o.
V opacném pfFipadé se vektory a,...,a, nazyvaji linearné nezavislé. Miluvime ta-
ké o linearni zavislosti, resp. linearni nezavislosti mnoziny vektort {a4, ..., a,}. ®

Vektory a,,...,a, jsou podle uvedené definice linearné nezavislé pravé tehdy,
kdyZ ze v8ech jejich moznych linearnich kombinaci je nulovému vektoru o rovna
pouze jejich trivialni linearni kombinace. Vektory ay,...,ax jsou pak linearné zavis-
Ié pravé tehdy, kdyZ existuje sou€asné né&jaka jejich netrivialni linearni kombina-
ce, ktera je rovna nulovému vektoru o.

Uvédomme si piitom, Ze pro k = 1, tedy v pfipadé jednoho vektoru a,, je tento vek-
tor linearné zavisly pravé tehdy, kdyZ je nulovy. Pouze pro nulovy vektor o totiZ plati
rovnice c10 =0, kde ¢, je rizné od nuly. Nenulovy vektor a, je vzdy linearné neza-
visly, nebot’ rovnice cias = 0 je spinéna jen tehdy, kdyZ ¢, = 0.

Priklad 1.10 Rozhodnéme, zda vektory a, =(-1,3), a, =(2,6) patfici do arit-
metického vektorového prostoru V, jsou linearné zavislé i nezavislé.

Reseni Podle definice 1.16 je tfeba zjistit, pro ktera redlna ¢isla c,,c, je spinéna
rovnice ciaq + Cra; = 0.



